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I N D O K L �A S

P�ales Zsolt a matematikai anal��zis �es az oper�aci�okutat�as t�obb ter�ulet�en �ert el nemzetk�ozi vis-
szhangot kiv�alt�o eredm�enyeket. 123 dolgozata jelent meg, 1 k�onyvet �es 2 konferenciak�otetet szer-
kesztett. Munk�aira eddig t�obb mint 300 hivatkoz�ast kapott.

Megoldotta t�obb fontos k�oz�ep�ert�ek oszt�alyban az �osszehasonl��t�asi, homogenit�asi probl�em�at.
Megtal�alta a kv�azielt�er�es k�ozepek �es a s�ulyf�uggv�ennyel s�ulyozott kv�aziaritmetikai k�ozepek jellemz�e-
s�et (Acta Math. Hungar. 40 (1982), 243{260; Aequationes Math. 32 (1987), 171{194) �es ezekkel
30 �eve nyitott probl�em�akat oldott meg �es �altal�anos��totta Kolmogorov, Nagumo �es de Finetti 30-as
�evekbeli eredm�enyeit.

A line�aris k�etv�altoz�os t�obb ismeretlen f�uggv�enyt tartalmaz�o f�uggv�enyegyenletekre olyan re-
dukci�os elj�ar�ast dolgozott ki, amely az ismeretlen f�uggv�enyekre k�oz�ons�eges di�erenci�alegyenleteket
szolg�altat. Ez az algoritmus lehet}ov�e teszi ilyen egyenletek megold�as�anak sz�am��t�og�epes meghat�aro-
z�as�at is (Aequationes Math. 43 (1992), 236{247).

A f�uggv�enyiter�aci�ot is tartalmaz�o f�uggv�enyegyenletek elm�elet�eben gy�okeresen �uj, val�os f�uggv�eny-
tani meggondol�asokat alkalmaz�o m�odszereket dolgozott ki az ismeretlen f�uggv�enyek regularit�as�anak
vizsg�alat�ara. Ezekkel a m�odszerekkel teljes �altal�anoss�agban siker�ult meghat�arozni egy O. Sutô �altal
1914-ben fel��rt f�uggv�enyegyenlet megold�asait (Publ. Math. Debrecen 61 (2002), 157-218).

A konvexit�as stabilit�as�anak vizsg�alat�aban is alapvet}o eredm�enyeket �ert el. Siker�ult jellemeznie
azokat a val�os f�uggv�enyeket, amelyek egy konvex f�uggv�eny korl�atos �es Lipschitz f�uggv�ennyel val�o
perturb�aci�ojak�ent �allnak el}o (Proc. Amer. Math. Soc. 131 (2003), 243{252).
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I N D O K L �A S

P�ales Zsolt 1980-ban szerzett matematikus szakon, 1986-ban pedig matematikus-angol szakford��t�o sza-
kon oklevelet a KLTE-n. 1980-ban a KLTE Anal��zis Tansz�ek�ere ker�ult, ahol (a bel- �es k�ulf�oldi �oszt�ond��jas
id}oszakokat lesz�am��tva) megszak��t�as n�elk�ul dolgozott. 1982-ben szerzett egyetemi doktori c��met, 1987-ben
lett kandid�atus, egyetemi docensnek 1988-ban nevezt�ek ki. 1992-93-ban a Saarbr�uckeni Egyetemen volt
Humboldt �oszt�ond��jas. 1994 �es 2001 k�oz�ott az Anal��zis Tansz�ek vezet}oi, 2001 �es 2003 k�oz�ott pedig a De-
breceni Egyetem Matematikai �es Informatikai Int�ezet�enek igazgat�oi tiszt�et l�atta el. 1997-ben Sz�echenyi
Professzori �Oszt�ond��jat kapott. MTA doktori �ertek�ez�es�et 2001-ben v�edte meg, egyetemi tan�arr�a 2002-ben
nevezt�ek ki. Eddigi tudom�anyos tev�ekenys�eg�et 1 k�onyv �es 2 konferenciak�otet szerkeszt�ese, 123 megje-
lent, 11 megjelen�es alatt l�ev}o �es 10 k�ozl�esre beny�ujtott dolgozata, tov�abb�a 2 egyetemi jegyzete alapj�an
lehet meg��t�elni. Kutat�oi tev�ekenys�eg�enek a jelenlegi intenzit�as�at mutatja, hogy az elm�ult �ot �evben pub-
lik�alt munk�ainak sz�ama el�eri az 50-et. Dolgozataira eddig t�obb mint 300 hivatkoz�ast kapott. Ezek
j�onev}u foly�oiratokban jelentek meg �es t�obb mint h�usz t�arsszerz}ovel kooper�alt. A bemutatott eredm�enyek
nagy r�esz�et �on�all�oan publik�alta, t�arsszerz}os dolgozataiban is inform�aci�onk van hozz�aj�arul�as�anak d�ont}o
szerep�er}ol. Sz�amos tan��tv�anya van, ezek k�oz�ul t�obben igen k�ozel �allnak a PhD fokozat el�er�es�ehez.

Nemzetk�ozi kapcsolatai sz�elesk�or}uek. Hosszabb id}ot t�olt�ott a n�emetorsz�agi Karlsruhei �es Saarbr�uckeni
Egyetemeken �es a kanadai Waterloo Egyetemen. T�obb alkalommal volt megh��vott el}oad�o �es vend�egkutat�o
amerikai, kanadai, n�emet, osztr�ak, lengyel �es rom�aniai egyetemeken. T�obb mint 100 alkalommal tartott
nemzetk�ozi konferenci�akon, szemin�ariumokon tudom�anyos el}oad�ast. Ezek mellett idehaza is sz��vesen v�allal
�es tart a matematik�at n�epszer}us��t}o el}oad�asokat. Kezdem�enyez}oje �es megrendez}oje a Debrecen-Katowice t�eli
szemin�arium-sorozatnak. Sz�amos tov�abbi (kb. t��z) nemzetk�ozi konferenci�at, szimp�oziumot �es workshopot
szervezett �es szervez. N�egy nemzetk�ozi �es egy hazai foly�oirat szerkeszt}obizotts�agi tagja, az Alkalmazott
Matematikai Lapok f}oszerkeszt}oje. Megkapta a R�enyi Kat�o, Gr}unwald G�eza, Alexits Gy�orgy �es Bolyai
Farkas D��jat. 1996-ban elnyerte a 34. ISFE el}oad�oi d��j�at.

P�ales Zsolt a matematikai anal��zis �es az oper�aci�okutat�as t�obb ter�ulet�en �ert el nemzetk�ozi visszhangot
kiv�alt�o eredm�enyeket. Tartalmi szempontb�ol dolgozatait a k�ovetkez}ok�eppen lehet csoportos��tani:
(a) Elt�er�es k�ozepek �es kv�aziaritmetikai k�ozepek elm�elete,
(b) Hatv�anyk�ozepek, Gini �es Stolarsky k�ozepek elm�elete,
(c) F�uggv�enyegyenletek regularit�as�at jav��t�o m�odszerek, kiterjeszt�esi t�etelek �es redukci�os elj�ar�asok,
(d) F�uggv�enyegyenl}otlens�egek, f�uggv�enyegyenletek stabilit�aselm�elete,
(e) Konvexit�as �altal�anos��t�asai, ezek jellemz�ese,
(f) A Hahn-Banach-t�etel �altal�anos��t�asai,
(g) Nemline�aris{nemsima anal��zis �es optimaliz�al�as, optim�alis ir�any��t�aselm�elet.

Terjedelmi okokb�ol lehetetlen ezen munk�ass�ag r�eszletes ismertet�ese, ez�ert az egyes t�emak�or�okb}ol egy-
k�et, v�elem�eny�unk szerint jellegzetes �es fontos eredm�enyt pr�ob�alunk bemutatni.

ad (a) A kv�aziaritmetikai k�ozepek 1931-ben Kolmogorov, Nagumo �es De Finetti �altal egym�ast�ol
f�uggetlen�ul tal�alt karakteriz�aci�oi motiv�alt�ak az �altal�anosabb k�oz�eposzt�alyok jellemz�esi t�eteleinek a meg-
keres�es�et. Ilyen �altal�anos��t�as pl. a Bajraktarevi�c �altal a 60-as �evekben bevezetett �un. s�ulyf�uggv�ennyel

1



s�ulyozott kv�aziaritmetikai k�ozepek, azaz adott f : I ! R folytonos �es szigor�uan monoton, valamint
p : I ! R pozit��v �ert�ek}u f�uggv�eny eset�en az al�abbi k�eplettel k�epzett

Mf;p(x1; : : : ; xn) = f�1
�p(x1)f(x1) + � � �+ p(xn)f(xn)

f(x1) + � � �+ f(xn)

�
(n 2 N; x1; : : : ; xn 2 I)

k�ozepek. (A p � 1 esetben Mf;p egy �un. kv�aziaritmetikai k�ozepet szolg�altat.) Ezek jellemz�ese 30 �even
�at nyitott probl�ema volt. A probl�em�at P�ales Zsolt 1987-ben megjelent [18] dolgozat�aban oldotta meg.
Jellemz�esi t�etele azt �all��tja, hogy egy M : [1n=1In ! I f�uggv�eny akkor �es csak akkor M = Mf;p alak�u
valamilyen f; p : I ! R f�uggv�enyekkel, ha re
ex��v, szimmetrikus, kiel�eg��t egy bizonyos regularit�asi tu-
lajdons�agot, �es ha abb�ol, hogy (x1; : : : ; xn; v1; : : : ; vm+k�n) az (u1; : : : ; uk; y1; : : : ; ym) egy permut�aci�oja
�es teljes�ulnek az M(x1; : : : ; xn) � M(y1; : : : ; ym); M(u1; : : : ; uk) � M(v1; : : : ; vm+k�n) egyenl}otlens�egek
mindig k�ovetkezik, hogy fenn�all a csatolt M(x1; : : : ; xn; u1; : : : ; uk) �M(y1; : : : ; ym; v1; : : : ; vm+k�n) egyen-
l}otlens�eg is. Ez az eredm�eny, a kv�aziaritmetikai k�ozepek Kolmogorov-f�ele jellemz�es�et}ol elt�er}oen nem
f�uggv�enyegyenletekkel, hanem f�uggv�enyegyenl}otlens�egekkel karakteriz�alja a s�ulyf�uggv�enyel s�ulyozott kv�azi-
aritmetikai k�ozepeket. Hasonl�o probl�em�at jelentett a Dar�oczy Zolt�an �altal 1972-ben bevezetett �un. elt�er�es
k�ozepek jellemz�ese is. Ezt P�ales Zsolt 1982-ben tal�alta meg [2]. Az elt�er�es k�ozepek �osszehasonl��t�asi; kom-
plementer �osszehasonl��t�asi; homogenit�asi; illetve multiplikativit�asi probl�em�ait is sikerrel oldotta meg a [1],
[10]; [7]; [31]; illetve [6], [13], [25] dolgozatokban.

ad (b) R�ogz��tett a; b 2 R, (a � b)ab 6= 0 param�eterek mellett a (k�etv�altoz�os) Gini, illetve Stolarsky
k�ozepeket az al�abbiak szerint szok�as �ertelmezni:

Ga;b(x; y) =
�xa + ya

xb + yb
� 1
a�b ; Sa;b(x; y) =

�b(xa � ya)
a(xb � yb)

� 1
a�b (x; y > 0; x 6= y);

tov�abb�a hat�ar�atmenettel a fenti �ertelmez�es az (a � b)ab(x � y) = 0 esetre is kiterjeszthet}o. K�onnyen
l�athat�o, hogy mindk�et k�oz�ep�ert�ekoszt�aly mag�aba foglalja az �un. hatv�anyk�ozepeket. P�ales Zsolt egyik
egyszer}uen megfogalmazhat�o, approxim�aci�oelm�eleti gondolatokat is felhaszn�al�o t�etele a Gini �es Stolarsky
k�ozepek �osszehasonl��t�asi probl�em�aj�at oldja meg (v�o. [45], [27], [28]). Az eml��tett eredm�eny azt �all��tja,
hogy Ma;b(x; y) � Mc;d(x; y) pontosan akkor teljes�ul minden x; y 2 [�; �] � R+ eset�en, ha a + b � c + d
�es Ma;b(�; �) � Mc;d(�; �), ahol M a G, vagy S k�ozepek b�armelyik�et jelentheti. A Gini �es Stolarsky
k�ozepekkel kapcsolatos H�older, illetve Minkowski t��pus�u egyenl}otlens�egek le��r�asa a [8], illetve [3], [64], [72],
[92], [126] dolgozatokban t�ort�ent meg.

ad (c) A f�uggv�enyegyenletek elm�elet�eben ismert kev�es �altal�anos m�odszer egyik�enek megtal�al�asa P�ales
Zsolt nev�ehez f�uz}odik, aki [48] dolgozat�aban a

h1(x; y)f1(g1(x; y)) + � � �+ hn(x; y)fn(gn(x; y)) = F (x; y) ((x; y) 2 D � R2)

alak�u k�etv�altoz�os f�uggv�enyegyenletek megold�as�ara dolgozott ki redukci�os elj�ar�ast. A m�odszer alapgondo-
lata olyan f�uggv�enyegy�utthat�os parci�alis di�erenci�aloper�ator (algoritmikus) konstrukci�oja, amelyet a fenti
egyenlet bal �es jobb oldal�ara alkalmazva az f1; : : : ; fn ismeretlen f�uggv�enyek mindegyik�ere k�oz�ons�eges dif-
ferenci�alegyenlet vezethet}o le. A m�odszer el�egg�e sz�am��t�asig�enyes, ez�ert tan��tv�anyai seg��ts�eg�evel elk�esz�ult
az algoritmus MAPLE implement�aci�oja is.

A f�uggv�enyegyenletek elm�elet�eben alapvet}o szerepet j�atszanak az �un. regularit�asjav��t�o t�etelek, amelyek
az egyenletben szerepl}o ismeretlen f�uggv�enyek gyeng�ebb regularit�as�at (pl. m�erhet}os�eg, folytonoss�ag, vagy
monotonit�as) felt�eve egyszeri, vagy t�obbsz�ori di�erenci�alhat�os�agot �all��tanak. A f�uggv�enyiter�aci�ot nem tar-
talmaz�o egyenletekre az elm�elet J�arai Antal munk�ass�ag�anak k�osz�onhet}oen teljesedett ki. P�ales Zsolt ilyen
ir�any�u eredm�enyei els}osorban az olyan f�uggv�eny�osszet�eteleket is tartalmaz�o egyenletekre vonatkoznak, ame-
lyek R. Duncan Luce �es Acz�el J�anos vizsg�alatainak k�osz�onhet}oen v�altak fontoss�a (ld. [82], [99], [100], [108],
[130]). Az ezekben a dolgozatokban �altala kifejlesztett m�odszer l�enyege, hogy el}osz�or a f�uggv�enyegyenlet
felhaszn�al�as�aval az �un. bels}o f�uggv�enyekre f�uggv�enyegyenl}otlens�eget (pl. Jensen-konvexit�ast) vezet le, majd
alkalmazza a f�uggv�enyegyenl}otlens�egek regularit�as elm�elet�et (pl. Bernstein-Doetsch-t�etel), �es ��gy nyeri a
bels}o f�uggv�eny er}osebb regularit�asi tulajdons�agait. Ezeknek a m�odszereknek az alkalmaz�as�aval siker�ult
[117]-ben megoldani (extra regularit�asi feltev�esekt}ol mentesen) az 1914-ben Sutô �altal felvetett

f�1
�f(x) + f(y)

2

�
+ g�1

�g(x) + g(y)
2

�
= x+ y (x; y 2 I)

2



egyenletet, ahol f; g : I ! R szigor�uan monoton �es folytonos f�uggv�enyek. A megold�as alapvet}o l�ep�eseiben
el}osz�or (a val�os f�uggv�enytan t�obb �nom eredm�eny�et �es meggondol�as�at is alkalmazva) azt kell igazolni, hogy
f; f�1; g; g�1 lok�alisan Lipschitz, majd di�erenci�alhat�o, v�eg�ul, hogy folytonosan di�erenci�alhat�o. A fenti
egyenlettel, illetve �altal�anos��t�asaival kapcsolatos tov�abbi vizsg�alatok tal�alhat�ok a [94], [98], [104], [113],
[125], [128], [132], [137], [138] dolgozatokban.

ad (d) A konvexit�as stabilit�asi k�erd�esei vezettek el a

f(tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y) + � + "t(1� t)jx� yj (x; y 2 I; t 2 [0; 1])

f�uggv�enyegyenl}otlens�eg vizsg�alat�ahoz (ahol �; " nem negat��v konstansok). P�ales Zsolt meglep}o eredm�enye
(ld. [122]) szerint egy f : I ! R f�uggv�eny akkor �es csak akkor tesz eleget a fenti egyenl}otlens�egnek, ha
el}o�all egy konvex, egy korl�atos �es egy Lipschitz f�uggv�eny �osszegek�ent. Az �un. Wright �es a Jensen-konvexit�as
stabilit�as�aval kapcsolatos leg�ujabb eredm�enyeket a [109] �es [133] dolgozatokban �erte el.

A f�uggv�enyegyenletek stabilit�aselm�elet�eben az �un. direkt m�odszerrel �es az �un. invari�ans k�oz�ep tech-
nik�aval egyar�ant fontos eredm�enyeket �ert el (ld. [56], [77], [85], [96], [102], [105], [124]). A Tabor �altal
bevezetett kv�aziaddit��v f�uggv�enyekr}ol [75]-ben bebizony��totta, hogy ezek pontosan az egy Lipschitz �es egy
addit��v f�uggv�eny kompozici�ojak�ent el}o�all�o f�uggv�enyek. Kazimierz Nikodemmel k�oz�os [73] dolgozat�aban a
szigor�uan monoton �es folytonos valamint additiv f�uggv�enyek kompozici�ojak�ent el}o�all�o f�uggv�enyeket jelle-
mezte. Ez�ert a dolgozat�ert a lengyelorsz�agi Marek Kuczma verseny els}o d��j�at kapta 1998-ban.

ad (e) A Jensen-konvex f�uggv�enyek elm�elet�eben alapvet}o Bernstein-Doetsch-f�ele regularit�asi t�etel kiter-
jeszt�ese tal�alhat�o a [95]-ben. A konvexit�as k�ul�onb�oz}o (f�uggv�enyegy�utthat�os, magasabbrend}u) �altal�anos��t�a-
sait �es ezek jellemz�eseit vizsg�alj�ak m�eg a [23], [44], [90], [93], [118], [127], [129], [131], [136] dolgozatok.

ad (f) A Hahn-Banach-t�etel egyik v�altozata szerint egy line�aris t�erben diszjunkt k�upok (bizonyos
topol�ogiai mell�ekfelt�etelek teljes�ul�ese eset�en) line�aris funkcion�alokkal elv�alaszthat�ok. Ennek az eredm�eny-
nek a kommutat��v f�elcsoportokra t�ort�en}o �altal�anos��t�asait dolgozta ki P�ales Zsolt [33], [34]-ben. Meg-
mutatta, hogy egy kommutat��v f�elcsoport diszjunkt r�eszf�elcsoportjai (bizonyos topol�ogiai mell�ekfelt�etelek
teljes�ul�ese eset�en) addit��v f�uggv�enyekkel szepar�alhat�ok. Ennek a t�etelnek �erdekes alkalmaz�asait tal�alta az
elt�er�es k�ozepek elm�elet�eben �es a d�ont�esf�uggv�enyek karakteriz�aci�oiban ([32], [19]). A [103] dolgozatban a
Hahn-Banach, illetve a Dubovickij{Miljutyin-f�ele szepar�aci�os t�etelek transzfom�aci�ocsoportokra n�ezve in-
vari�ans elv�alszt�asi t�eteleit tal�alta meg.

ad (g) Az �erint}osokas�agok Ljuszternyikt}ol sz�armaz�o le��r�asa alapvet}oen fontos a Banach-t�erbeli sz�els}o�er-
t�ekprobl�em�ak vizsg�alat�aban. [69] dolgozat�aban ezt a t�etelt �altal�anos��totta a di�erenci�alhat�os�agi felt�etelek
l�enyeges gyeng��t�es�evel, ezzel lehet}ov�e t�eve a nemsima egyenl}os�egi korl�atoz�asokat tartalmaz�o sz�els}o�ert�ek-
probl�em�ak vizsg�alat�at ([54]). Az optim�alis ir�any��t�aselm�elet k�ul�onb�oz}o nemsima �allapott�er �es ir�any��t�asi
korl�atoz�asokat tartalmaz�o feladataiban az �un. Dubovickij{Miljutyin m�odszer alkalmaz�as�aval siker�ult a
Pontrjagin-f�ele maximumelv igazol�asa �es tov�abbi m�asodrend}u sz�uks�eges felt�etelek levezet�ese ([54], [57],
[58], [61], [76], [97], [106], [121], [134], [135], [139]). A m�asodrend}u felt�etelek (nemsima adatok melletti)
megfogalmaz�as�at tette lehet}ov�e a [63] dolgozatban bevezetett m�asodrend}u deriv�alt fogalom.

A fentiek alapj�an �osszefoglal�oan meg�allap��that�o, hogy P�ales Zsolt tudom�anyos munk�ass�ag�ara a sz�elesk�o-
r}u �erdekl}od�es, egy-egy ter�uleten val�o elm�ely�ul�es �es az alkalmaz�asokra val�o �erz�ekenys�eg jellemz}o. Kutat�oi,
oktat�oi, tudom�anyszervez}oi tev�ekenys�eg�evel nagy m�ert�ekben hozz�aj�arult a debreceni anal��zis, �es ezen bel�ul
a f�uggv�enyegyenletek �es egyenl}otlens�egek iskola h��rnev�enek �oregb��t�es�ehez, tudom�anyos kapcsolatainak a
kisz�eles��t�es�ehez. Mindezek alapj�an javasoljuk, hogy P�ales Zsoltot a Magyar Tudom�anyos Akad�emia v�alassza
tagjai sor�aba.

Debrecen, 2003. augusztus 31.
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